SEL0O417 - Fundamentos de Controle

Solucao de uma Equacao de Estado




B
Solucao de uma Equacao de Estado

= Seja o sistema:
X = Ax,x(0) = x,
A expressao:
xi(t) = cv;eht (1)

é solucao do sistema se e somente se A; é autovalor de

A com autovetor associado v;.




B
Solucao de uma Equacao de Estado

= Para provar isso, primeiro considere que A; é autovalor de A
com seu respectivo autovetor v;. Assim, tem-se:

Xi = CiVie}\it = Xi = CiVi}\ie}\it = Xj = C;j (Aivi)exit —
— Xi = Ci(AVi)exit = Xi = A(CiVie?\t) —

Xi = AXi

= Dessa forma, (1) € solucao do sistema se A; é autovalor de A

com seu respectivo autovetor v;.




B
Solucao de uma Equacao de Estado

= Como (1) é solucao do sistema se e somente se A; é
autovalor de A com autovetor associado v;, para finalizar a
prova, deve-se substituir (1) na equacao x = Ax.

d(c;v;ehit
( ldlt ) = A(CiViexit) —
= plvinght = A(gfvigh') =
)\ivi = AVi

= Portanto, se (1) é solucao do sistema, A; € autovalor de A
com seu respectivo autovetor v;.

4



B
Solucao de uma Equacao de Estado

» Qual a vantagem de expressar a solucao do sistema
dessa forma?

= Assim, € possivel caracterizar a resposta do sistema
de uma maneira alternativa.

= A reposta completa de x = Ax sera:

x(t) = L xi(H) = XLy qvieht  (2)




E——
Exemplo 1

= Considere o sistema:

| et |
X5 0 —111%2
seus autovalores, com respectivos autovetores, sao:

}\121,V1=[1 0]e7\2=—1,V2=[1 —2]

Além disso, sua condicao inicial é x(0) = [_22]

Pela expressao (2), a resposta do sistema é dada por:

x(t) = [2%8 = cqelt [(1)] + c,e” 1t [_12] |



E——
Exemplo 1

* Primeiro, deve-se determinar as constantes c; e c, que
compdem a resposta do sistema. No caso desse exemplo,
ISSO é possivel ao substituir os valores de x; e X, no
Instante t = 0 s.

o) = [l =ae ] et L] =

= [Cll [ 2c2] [ 2] {c12-|;2c2:=_2 =c=1c,=1




E——
Exemplo 1

= Assim, a resposta completa do sistema do exemplo 1 é:

] = [o] + e[

* |[nterpretacao geomeétrica:

A; - modo de resposta do sistema;

v; - distribuicao do modo entre as variaveis de estado.
x(t) =et +et
x,(t) = —2e7t




B
Exemplo 1: Interpretacao grafica

= Grafico de x; em funcao

do tempo:

— Nota-se que x4 (t) é
composta pela

somatoria de duas

componentes: e, et

— A resposta do sistema
converge para a

componente instavel

(eh).




B
Exemplo 1: Interpretacao grafica

= Grafico de x, em funcao

0
do tempo:
057 1 — O estado x, apresenta
um comportamento
N - ~ ] 7
< estavel e, portanto,
s convergira para seu
| ponto de equilibrio.
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E——
Exemplo 1: Interpretacao geomeétrica

2 . . . = Grafico de x, em funcao
de x; (Plano de fase):

I+ Subespago invariante 1 =0 sistema parte do seu

W .
associado a v, ponto inicial (2,-2) e

1) SRR SR ) converge
h;* assintoticamente para o
subespaco invariante

associado ao autovetor v;




E——
Exemplo 2

= Considere o sistema:

=00 D
5(2 1 — 11 1X3
seus autovalores, com respectivos autovetores, sao:

}\12_1+i,V1=[1 —i]e7\2=—1—i,V2=[1 1]

Alem disso, sua condicao inicial é x(0) = [(1)]

Pela expressao (2), a resposta do sistema é dada por:

x(t) = [2%8 = c,e(71+Dt [_11] + ¢ el(717Dt [ﬂ 12



E——
Exemplo 2

= Novamente, deve-se determinar as constantes c; e ¢, que
compdem a resposta do sistema. Substituindo os valores
de X, e X, no instante t = 0 s, tem-se:

o) = o] = e e [1] + cac o [f] =

= [+ e = ol




E——
Exemplo 2

= Assim, a resposta completa do sistema do exemplo 1 é:

[i;gg ;e( 1+l)t[ ]+ a(-1-Dt [1]

= Novamente:

A; - modo de resposta do sistema;

- distribuicao do modo entre as variaveis de estado.




E——
Exemplo 2

= Para que a resposta seja expressa apenas em termos de
numeros reais, a formula de Euler pode ser usada para
simplificar as expressdes das respostas do sistema.

= A formula de Euler é dada por:
el = cosf +i-senb

A partir disso, o seno e o0 cosseno podem ser expressos por
relacdes de exponenciais complexas.

pl0 4 o6 pl'0 _ o—i6
cosf = , senf = .
2 2 -1
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E——
Exemplo 2

= Dessa forma, tem-se:

1 . 1 .
xl(t) — Ee(—1+l)t n Ee(—l—t)t —

1 1 .
_ Ee_telt n Ee—te—lt _

et [eit _|_Ze—it] _

= x,(t) = e tcos(t)




E——
Exemplo 2

= Dessa forma, tem-se:

1 . 1 .
x,(t) = _Ei L e(TIHDE Ei L e(T1mDE =
1 1 L
 _j.etelt 4 Zj.p—te=it o
2" € 20T
_ 1 —tpit 4 1 p—to—it —

21 21




Exemplo 2: Interpretacao grafica

0.5

-0.5

— —

X,

= Grafico de x; em funcao
do tempo:

— Nota-se que a oscilagao
de x,(t) esta limitada
pelo decaimento
exponencial de sua

resposta: et

— A resposta do sistema
converge para seu valor

de equilibrio.




Exemplo 2: Interpretacao grafica

\\ X, (t)
N\
0.5+ N
N
N
0 TS =e=——
P =
yd
05F 7
/
/
/
-1 L
0 1 2 3 4 5

= Grafico de x, em funcao
do tempo:

— Nota-se que a oscilagao
de x, (t) esta limitada
pelo decaimento
exponencial de sua
resposta: et

— A resposta do sistema
converge para seu valor

de equilibrio.




B
Exemplo 2: Interpretacao grafica

= Grafico de x, em funcao

0.4 ' ' ' ' ' de x; (Plano de fase):
03 — O sistema parte do seu
ponto inicial e converge
02 para o ponto de
equilibrio (0,0).
0.1
O B 1 | 1 |
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1




Caracterizacao do autovalor

» Considerando qualquer autovalor da forma:
A =0t jw;

g; - Taxa de decaimento da resposta;

w; - Frequéncia de oscilacao da resposta.

Define-se ainda:

(i - Taxa de amortecimento.
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L
Caracterizacao do autovalor

= A resposta do sistema
decai com uma taxa

de Oj. 1

0.5+ \

-0.5




I
Exercicio

= Modelo linearizado de um sistema de poténcia:

(NS 0 376,9911 0 1[Aas8]
Ae | = [-0,1010 0 —0,1080 | [ Aw
AE;|[ 1-0,2333 0 —0,4630/ |AEq |

» Calcule a resposta completa do sistema.




I
Exercicio

1) Calcular o polindmio caracteristico da matriz A:

—S 376,9911 0
det(A —sI) = |—0,1010 —g —0,1080 | =
—0,2333 0 —s—0,4630
= (—s)(—s)(—s — 0,463) + 376,9911(—0,1080)(—0,2333) — [(—s — 0,4630)(—0,1010)(376,991)] =

= —s3 —0,4630s* + 9,4988 — [38,0761s + 17,6292] =
= —s3 —0,4630s% — 38,0761s — 8,1304

——pp(s) = —s3 — 0,4630s% — 38,0761s — 8,1304




I
Exercicio

2) Calcular as raizes do polindmio caracteristico:
p(A) = 0= —A3 —0,46301* — 38,0761A — 8,1304 = 0

A, = —0,2138
— {), = —0,1246 + j6,1650
A; = —0,1246 — j6,1650

3) Determinar a expressao (A — A Dv; =0

=)\ 376,9911 0 1via1 10
—0,1010 —; —0,1080 [Viz]:[O]
—0,2333 0 —0,4630 — A;| Lvisl 10 )
S




I
Exercicio

4) Encontrando v4, que é autovetor associado a A;:

0,2138 376,9911
[—0,1010 0,2138 -0 1080] [V12] [ ]
—0,2333 0 —0,249211V13

Assumindo v;; = 1:

0,2138vy; + 376,911v,, = 0 = vy, = —0,0006
_0,233V11 — 0,24‘92V13 =0 = Vigz = _0,9362

1
Assim, vy = [—0,0006].
—0,9362



I
Exercicio

4) Encontrando v,, que € autovetor associado a A,:

10,1246 — j6,1650 376,9911 0 1 vi1 0
—0,1010 0,1246 —j6,1650 —0,1080 qu]: lO]
—0,2333 0 —0,3384 —j6,1650 V13 0

Assumindo v,; = 1:

0,1246 — 6,1650v,, + 376,911v,, = 0 = vy, = —0,0003 + j0,0164
—0,233v,, — 0,3384 — 6,1650v,5 = 0 = v,3 = —0,0021 + j0,0377

1
Assim, v, = [—0,0003 + j0,0164],
—0,0021 +j0,0377 i
e



Exercicio

4) Encontrando v;, que é autovetor associado a A;. O autovetor
vs sera igual ao conjugado do autovetor v,, uma vez que os
autovalores respectivos sao numeros complexos conjugados.

1
Assim, vg = [—0,0003 — j0,0164],
—0,0021 —j0,0377




I
Exercicio

5) A resposta do sistema sera entao:

AS(Y) 1 1
Aw(t) | = Cle_0’2138t l_0’0006 + Cze_(0’1246_j6’1650)t l_0,0003 +j0,0164| +
AE/ (t) —0,9362 —0,0021 +j0,0377

1
+C3e_(0'1246+j6'1650)t [_0’0003 — ]'0’0164].
—0,0021 —j0,0377

As constantes ¢y, ¢, e c; dependem da condicao inicial.

Obs: O sistema ira oscilar na frequéncia w = 6,1650 rad/s

= f = 10,9812 Hz (Modo local)




